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STRESZCZENIE

Metody FEM i BEM umozliwiaja modelowanie pola akustycznego z okreslong doktadnoscia
w obszarach praktycznie o dowolnej geometrii. Efektywno$¢ modelowania metod zalezy od typu
zagadnienia oraz wielko$ci modelu dyskretnego. Efektywnos$¢ metod BEM poza tym silnie zalezy od
rzgdu zastosowanej kwadratury. Wybrane zagadnienia akustyczne moga by¢ modelowane
z zastosowaniem metod FEM i BEM oraz analogii E-M-A. Umozliwia to stosowanie wybranych metod
w postaci klasycznej do modelowania pola w obszarach nieograniczonych oraz znacznie zmniejsza
koszty obliczeniowe metod numerycznych.

1. WPROWADZENIE

Szereg zagadnien akustycznych moze by¢ analizowany z wykorzystaniem metody
elementow skonczonych (FEM) i metody elementow brzegowych (BEM). W akustyce
najczesciej spotyka si¢ dwiema realizacjami metody BEM: wariacyjno-kolokacyjna DBEM
(Direct BEM) i1 wariacyjna IBEM (Indirect BEM). Metody FEM i BEM umozliwiaja
modelowanie pola akustycznego w obszarach praktycznie o dowolnej geometrii i dla
dowolnych warunkow brzegowych. Kazda z tych metod charakteryzuje si¢ okre$lona
efektywnoscig modelowania, ktora dla r6znych zagadnien akustycznych moze znacznie sig
r6znic.

Podczas modelowania pola akustycznego metodami FEM i BEM analizowany obszar
ciagly jest przedstawiany w postaci dyskretnej przy uzyciu elementéw skonczonych lub
brzegowych. W metodzie FEM dyskretyzacji podlega caty modelowany obszar, w metodach
BEM tylko jego brzeg. Model dyskretny w metodzie FEM jest wigc zbudowany z wigkszej
liczby elementow dyskretnych, niz model w metodach BEM. Z tego wzgledu panuje ogdlne
przekonanie, ze metody BEM charakteryzuja si¢ mniejszymi kosztami obliczeniowymi, niz
metoda FEM. W akustycznych zagadnieniach wewngtrznych koszty obliczeniowe metody
FEM moga by¢ jednak znacznie mniejsze od kosztow metod BEM.
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Podczas modelowania pola akustycznego metodami FEM i BEM mozna réwniez
stosowa¢ modeli numeryczne opracowane z wykorzystaniem analogii elektro-mechano-
akustycznych (E-M-A). Podejscie takie umozliwia znaczne uproszczenie modeli
numerycznych przy jednoczesnym zachowaniu dobrej doktadnosci modelowania zjawisk
akustycznych zachodzacych w modelowanych obszarach [1].

2. EFEKTYWNOSC METOD FEM I BEM

Efektywnos$¢ metody numerycznej moze by¢ mierzona trzema parametrami: btedem
obliczeniowym metody, kosztem obliczen i wielko$cia pamigci komputerowej niezbgdnej do
przeprowadzenia obliczen (pami¢¢ obliczeniowa). Wsrdd bledow obliczeniowych mozna
wyrozni¢ dwa gtowne rodzaje bledow: bledy aproksymacji zmiennych i bledy kwadratur.
Koszty obliczeniowe sa okreslone przez liczbg operacji matematycznych wykonanych przy
rozwigzywaniu okre$lonego zagadnienia. Pamig¢ obliczeniowa natomiast jest istotnym
parametrem tylko w przypadku modelowania uktadéw akustycznych o bardzo duzych
rozmiarach.

W metodach FEM i BEM praktycznie kazde zagadnienie akustyczne sprowadza sig
do uktadu rownan algebraicznych:

[A]{x}={bj+q. (M

Macierz A jest macierza gldwna, x jest jednokolumnowa macierza niewiadomych,
jednokolumnowa macierz b okresla pobudzenia zewngtrze dzialajace na analizowany
system, natomiast macierz ¢ uwzglednia zrodla akustyczne umieszczone w analizowanym
obszarze. W metodzie FEM w réwnaniu (1) nie wystgpuje macierz q.

Czas obliczen w metodach FEM, BEM sktada sig z czasu niezbgdnego do kompozycji
uktadu rownan, faktoryzacji macierzy gléwnej i eliminacji wprost/wstecz. Poniewaz macierz
sztywnosci, masy i strat w metodzie FEM nie zaleza od czgstotliwosci, ich kompozycja jest
wykonywana tylko jeden raz na poczatku obliczen. W metodzie BEM macierz gtéwna zalezy
od czgstotliwo$cei, wige kompozycja macierzy glownej odbywa sig dla kazdej czgstotliwosci
osobno. Analizg zagadnien akustycznych na ogodt przeprowadza si¢ w stosunkowo szerokim
zakresie czestotliwosci, dlatego czas przeznaczony na kompozycj¢ ukladu roéwnan
w metodzie FEM mozna pomina¢ przy poréwnaniu kosztow obliczen metod FEM i BEM.

Macierz gtéwna w metodzie FEM jest symetryczna i pasmowa. Do faktoryzacji
macierzy najczesciej stosuje si¢ roztozenie U'DU [4]. Liczba operacji matematycznych
wykonywanych podczas faktoryzacji i eliminacji wprost/wstecz dla macierzy A o wyrazach
zespolonych (uktady ze stratami) wynosi, odpowiednio, ZbWZNW i 8b,N,, gdzie b, jest
$rednig warto$cia polowkowej szerokosci pasma macierzy gtownej, N, jest liczba weztow
modelu dyskretnego. Na szybko$¢ obliczen ma duzy wpltyw szeroko$¢ pasma macierzy A.
Szeroko$¢ pasma macierzy zalezy od sposobu numeracji elementéw skonczonych i jest
okre§lona przez maksymalna roznice numeréw weztdw przylaczonych do tego samego
elementu. Potéwkowa szeroko§¢ pasma macierzy gtéwnej b, optymalnie zdefiniowanej
siatki elementow skonczonych jest o jeden rzad mniejsza od liczby weztow N, [1].

W metodzie DBEM macierz A4 jest macierza o wyrazach zespolonych,
niesymetryczng, pelna. Do faktoryzacji macierzy stosuje si¢ roztozenie LU. Liczba operacji
matematycznych wykonywanych na liczbach zespolonych podczas faktoryzacji wynosi
4N,’/3, podczas eliminacji wprost/wstecz 4N,,” [4].

W metodzie IBEM macierz A jest macierza o wyrazach zespolonych, pelna, lecz
symetryczna. Do faktoryzacji macierzy stosuje si¢ roztozenie U'DU. Liczba operacji
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matematycznych wykonywanych na liczbach zespolonych podczas faktoryzacji macierzy
gléwnej wynosi 2N,,*/3, podczas eliminacji wprost/wstecz 4N, [4].

Na szybkos$¢ kompozycji macierzy gtdéwnej w metodach BEM ma znaczny wpltyw
liczba weztow zastosowanej kwadratury [1].

Na rysunku 1 przedstawiono koszty obliczeniowe rozwazanych metod jako funkcje
liczby elementow liniowych przypadajacych na jeden wymiar modelu n, dla modelu 3D
i kwadratury rzedu drugiego. Catkowita liczba elementéw dyskretnych dla modeli 3D
w metodach BEM i FEM jest rowna, odpowiednio, nS2in,.
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Rysunek 1. Koszty obliczeniowe metod FEM i BEM dla modelu 3D zbudowanego z liniowych
elementow dyskretnych i kwadratury rzedu drugiego

Na podstawie rysunku 1 mozna zauwazy¢, ze koszty obliczeniowe metody IBEM sa
mniejsze od kosztéw metody DBEM tylko dla modeli duzych (powyzej 600 elementéw
brzegowych), natomiast koszty obliczeniowe metody FEM sa mniejsze od kosztow metod
BEM dla modeli matych, srednich i duzych (ponizej 17500 elementéw skonczonych).

Bledy obliczeniowe metod FEM i BEM mozna przedstawi¢ jako sumeg biedow
aproksymacji zmiennych i btedow kwadratury:

ESE4+&p,

gdzie : & ,—Dbledy aproksymacji, ¢, — bledy kwadratury. @

W metodzie FEM funkcje wystgpujace w kwadraturach na ogoét sa wielomianami
o niskim stopniu i juz przy matych rz¢dach zastosowane kwadratury sa doktadne. Przy
analizie bledow metody FEM rozwazania wigc mozna ograniczy¢ do analizy bledow
aproksymacji. W przypadku metody BEM biedy kwadratur czgsto sa poroéwnywalne
z bledami aproksymac;ji.

Analiza bledow aproksymacji zmiennych w metodach FEM i BEM dla zagadnien
opartych na réwnaniu Helmholtza byla tematem licznych prac, migdzy innymi [2,5].
Analizie btedow kwadratur metody BEM natomiast w literaturze poswiecono bardzo mato
uwagi. Na podstawie analizy bledéw kwadratur dla modeli 2D wystgpujacych w metodach
BEM [1] mozna stwierdzi¢, ze bledy kwadratury sa pomijalnie male przy spetnieniu
nastgpujacego kryterium: przy duzych odleglosciach wezel-element: QO>m 1 przy
odleglosciach wezet-element poréwnywalnych z dlugoscia elementu 4: O>m+2, gdzie QO jest
rzgdem kwadratury, m jest stopniem wielomianu bazowego (funkcji ksztaltu). Wyznaczone
kryteria mozna stosowaé zar6wno w procesie kompozycji macierzy gtownej, jak i przy
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obliczeniach parametrow pola akustycznego na podstawie rozktadu predkosci i ci$nienia
akustycznego na brzegu modelowanego obszaru.

3. MODELOWANIE OBSZAROW NIEOGRANICZONYCH

Pole akustyczne w obszarach nieograniczonych na ogét jest modelowane metoda
BEM, rzadziej FEM. W metodzie FEM obszar nieograniczony zastg¢puje si¢ odpowiednio
duzym obszarem ograniczonym na brzegu ktorego naktadany jest warunek brzegowy
zapewniajacy catkowite pochtanianie fali akustycznej. Poniewaz w przypadku metody BEM
dyskretyzacji podlega wytacznie brzeg modelowanego obszaru metoda ta na ogédt jest
efektywniejsza, niz metoda FEM. Istnieje jednak odmiana metody FEM w ktorej sa
stosowane tzw. elementy nieskonczone [3] umozliwiajaca analizg pola nieograniczonego bez
koniecznosci dyskretyzacji catego modelowanego obszaru. Koszty obliczeniowe metody
FEM mozna rowniez zmniejszy¢ wykorzystujac pewne zaleznoSci uzyskane
z zastosowaniem analogii E-M-A. Przykladem takiego wykorzystania analogii E-M-A moze
by¢ model glosnika w obudowie zamknigtej umozliwiajacy wyznaczenie charakterystyki
promieniowania zestawu poprzez obliczenie impedancji obciazajacej tylna strong glosnika

[1].

4. PODSUMOWANIE

Metody FEM i BEM umozliwiaja modelowanie pola akustycznego w obszarach
praktycznie o dowolnej geometrii z okreslona doktadnoscia.

Efektywnos¢ modelowania pola akustycznego metodami FEM i BEM zalezy od
rozmiaru modelu dyskretnego i zastosowanych algorytmow obliczeniowych. W metodach
BEM silny wptyw na wyniki i czas modelowania maja réwniez kwadratury. Stosujac
opracowane kryteria mozna zminimalizowac btedy kwadratur oraz oszacowa¢ wptyw rzedu
kwadratur na koszty obliczeniowe.

Podczas modelowanie obszarow ograniczonych efektywnos$¢ metody FEM moze by¢
wigksza od efektywnosci metod BEM. Dla obszardéw tréjwymiarowych metoda FEM jest
szybsza od BEM dla modeli zbudowanych nawet z kilkudziesi¢ciu tysigcy liniowych
elementéw skonczonych. Podczas modelowania obszarow nieograniczonych efektywnosé
metody FEM mozna réwniez zwigkszy¢ wykorzystujac modele uproszczone opracowane
z zastosowaniem analogii E-M-A.
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