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STRESZCZENIE

Podano klasyfikacj¢ rozwiazan klasycznie sformutowanego akustycznego zagadnienia
brzegowego (réwnanie rdézniczkowe Helmholtza + warunek brzegowy Neumanna). Nastgpnie
znaleziono rozwigzanie tego zagadnienia, ale sformutowanego w postaci catkowej (catka Helmholtza-
Huygensa (H-H) + réwnanie catkowe brzegowe (BIE)); rozwiazanie to znaleziono metoda BEM
(boundary elements method). Przeanalizowano rozwiazanie otrzymane metoda BEM w odniesieniu do
podanej klasyfikacji rozwiazan. Z rozwazan wynika, ze metoda BEM nalezy do metod mieszanych.

1. WPROWADZENIE

Sciste rozwiazanie akustycznego zagadnienia brzegowego mozna sformutowaé
w postaci catki H-H. Takie rozwigzanie mozna otrzymac¢ tylko dla szczegdlnych zagadnien
brzegowych, patrz np. [12] 5.496. Dla wigkszos$ci zagadnien osiagalne jest tylko przyblizone
rozwiazanie. Tak jest dlatego, ze do obliczenia catki H-H nalezy zna¢ na brzegu predkosé
drgan oraz cis$nienie akustyczne. Jedna z tych wielko$ci zadaje si¢ (zgodnie z warunkami
zagadnienia). Druga jest zalezna od pierwszej, a zwiazane sa rownaniem catkowym
brzegowym (BIE); a wigc druga wielko$¢ jest rozwiazaniem BIE. W rzeczywistych
zagadnieniach BIE mozna rozwiaza¢ tylko metodami przyblizonymi, np. BEM. Zmusza to
do zapisania wielkoS$ci danej w postaci funkcji interpolujacej, $cistej z wielkoscia dana tylko
w wezlach, a przyblizona poza nimi. Druga wielko$¢ brzegowa, jako rozwigzanie BIE, jest
przyblizona zarowno w wezlach jak i poza nimi. Skutkiem przyblizen wielko$ci na brzegu
jest przyblizone rozwiazanie zagadnienia w obszarze wyrazone catka H-H.
Celem pracy jest analiza tego rozwiazania na tle klasyfikacji rozwiazan klasycznie
sformutowanego zagadnienia brzegowego.
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2. KLASYCZNE SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO

Niech w obszarze Q e R’ ograniczonym powierzchnia S bedzie dane zagadnienie

brzegowe opisane rownaniem Helmholtza i warunkiem brzegowym
Lu)=V’u+k’u=0, u=u(r)eQ (1)
D'uwy=u' =14 =7, u'=u'(Q)eS 2)

gdzie u — potencjal predkosci [12] s.278; cisnienie akustyczne jest funkcja potencjatu
predkosci, k — katowa liczba falowa, r=|P—Q|, PeQ, QeS, D'(u) — operator
rozniczkowy [7]s.58, u'=0u/dn, n L S wQ, v —dana predkos¢ drgan.

3. ROZWIAZANIE PRZYBLIZONE, METODY ROZWIAZANIA ZAGADNIENIA

Niech u bgdzie pewnym rozwiazaniem zagadnienia brzegowego (1), (2). Jezeli u(r)
spehia (1), to L (u)=0. Jezeli u'(Q) spetnia warunek brzegowy (2), to u'— v =0. Takie
rozwigzanie u nazywa si¢ rozwiazaniem S$cistym. W praktyce znalezienie S$cistego
rozwiazania jest niemozliwe. Osiagalne jest rozwiazanie przyblizone u , ale wowczas

R, =L(@=o, T=1(r)eQ (3)
R, =1 -V =0, T'=10'Q)eS 4)

Funkcje R, , R, nazywaja si¢ funkcjami biedu (residuum) rozwigzania zagadnienia,
odpowiednio w obszarze (2 i na brzegu obszaru S [2] s.21. W praktyce szuka si¢ takiego
rozwiazania U , aby byt spetniony jeden z ponizszych warunkow

U R, =0, Ry #0 —metoda brzegowa,

U R, #0, R, =0 —metoda wewngtrzna,

U R, #0, Ry #0 —metoda mieszana.
Wynika stad, ze wymagania nalozone na U generuja metody rozwiazania zagadnienia
brzegowego w sformutowaniu klasycznym i odwrotnie.

Problemem jest znalezienie U ; jedna z metod jest metoda minimalizacji btedu [4]

s.37. Jej szczegodlna postacia jest metoda residuéw wazonych [2] s.22, [3] 5.20. W metodzie
tej szuka si¢ takiego rozwiazania przyblizonego U , ktore spetnia (1) lub / oraz (2) w sensie
catek wazonych.

Jest tez inna mozliwos$¢ rozwiazania zagadnienia brzegowego. Wymaga to jednak
catkowego sformutowania zagadnienia.
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4. CALKOWE SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO

Sciste rozwiazanie (1) przedstawia si¢ w postaci catki H-H [12] 5.489. Uwzgledniajac
w catce H-H warunek (2) otrzyma sig

u(r) = j (uw"' = vw')dS (5)

gdzie w'=w"(r) - rozwiazanie podstawowe roéwnania (1) obliczone z rdéwnania
L(w")=6, 8 — delta Diraca; w akustyce w'(r) jest potencjalem predkosci zrddia
punktowego umieszczonego w swobodnej przestrzeni.

W calce (5) nieznane jest u(Q). Miedzy u(Q) i v(Q) istnieje zwiazek; jest nim BIE.

Roéwnanie to wyprowadza si¢ z catki H-H, gdy Q> P — P, €S [12]r.23, [6] 5.39,

0Py u(Py) = | (uw™ =9 w")ds (6)

S

gdzie O(P;) — zewngtrzny kat brylowy okreslony przez powierzchni¢ brzegowa

w ustalonym punkcie P.

5. ROZWIAZANIE BIE METODA BEM

Rozwiazanie rownania (6) jest rOwnoznaczne ze znalezieniem funkcji u(Q) . Istnieje

wiele $cistych i przyblizonych metod rozwiazywania rownan catkowych [8], [9], [11], [12],
[5], [10]. Praktyczne znaczenie maja tylko metody przyblizone; ich klasyfikacjg, zwiazek
migdzy nimi podano w [1]. Najwigksze znaczenie wérdd metod przyblizonych ma BEM.
W BEM brzeg S dzieli sig na elementy S;, S :USJ- ,» J=12,..,n;. Wowczas dana
J

funkcja  V(Q) oraz szukana u(Q) podlegaja dyskretyzacji, V(Q)=UV;(Q),
J
u(Q)=Uu;(Q). Poniewaz po lewej stronie réwnania catkowego jest warto$¢ dyskretna
]

u(Py), wigc zarowno ¥(Q) jak i u(Q) nalezy przedstawi¢ rowniez za pomoca wartosci

dyskretnych. Do tego celu wykorzystuje si¢ teori¢ interpolacji Lagrange’a. Dodatkowo
funkcje interpolujace nalezy dobraé¢ tak, aby wspolczynniki interpolacji byly rowne
wartosciom w weztach, odpowiednio danej i szukanej funkcji. Taki warunek spetniaja np.
wielomiany Serendipa [3], [2]. Nie wyr6zniajac indeksem ,,j” wartosci dyskretnych na
j—elemencie mozna napisac¢

‘TIJ(Q) = z ‘Ali N; )
UQ =2 wN, (8)

gdzie u; =u,(P), Vi :Qj(Pi)‘
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Podstawiajac (7), (8) do (6) otrzymuje si¢ uktad rownan algebraicznych, z ktorego oblicza
si¢ u,. Nalezy zauwazy¢, ze w (7) dane dyskretne ¥, sa Sciste, ale funkcja 51. (Q) poza
wegzlami jest przyblizona. Natomiast w (8) dyskretne wartosci u, sa szukane, a jako
rozwigzanie rownania catkowego (6) beda przyblizone U, , a wige funkcja U (Q) bedzie
przyblizona na catym j-elemencie.

Kolejnym krokiem BEM jest obliczenie u(r) wedlug wzoru (5). Poniewaz u(Q) jest

dostgpna tylko w postaci (8), wigc wygodnie jest przedstawié catke (5) rowniez w postaci
dyskretnej. Podstawiajac (7) i (8) do (5) formalnie mozna napisac

im=Yf Z(ﬁiw*'—oiw*)Ni ds )

Ze wzgledu na wzory (7) i (8) rozwiazanie zagadnienia w obszarze U(r) jest przyblizone.

5. UWAGI, WNIOSKI

Z rozwazan wynikaja nastgpujace uwagi i wnioski:

1. Metoda BEM wymaga dyskretnych wartos$ci warunku brzegowego. W tym celu warunek
brzegowy przedstawia si¢ w postaci funkcji interpolujacej. Funkcja taka jest zbiezna z dana
funkcja tylko w weztach, natomiast migdzy weztami jest obarczona pewnym bigdem. A
wigc, funkcja interpolujaca warunek brzegowy (7) jest przyblizona i nie spelnia warunku (2).
2. Przyblizony warunek brzegowy jest uwzgledniany w BIE, a to m. i. wymusza przyblizone
rozwiazanie BIE, tzn. przyblizona szukang funkcje¢ (8) na brzegu obszaru.

3. W celu obliczenia warto$ci funkcji w obszarze, zarowno przyblizony warunek brzegowy
(7) jak i przyblizona funkcje¢ na brzegu (8) uwzglednia si¢ w calce H-H (5). Ze wzgledu na
przyblizony charakter funkcji podcatkowej, wartos¢ tej catki w kazdym punkcie obszaru tez
jest przyblizona. A wigc rozwiazanie zagadnienia nie spetnia warunku (1).

4. Z rozwazan wynika, ze rozwiazanie otrzymane metoda BEM nie spetnia w sposob $cisty
ani warunku brzegowego, ani rownania roézniczkowego. Stad wniosek, ze metoda BEM
nalezy do metod mieszanych rozwigzywania zagadnien brzegowych.
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