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STRESZCZENIE 

Podano klasyfikację rozwiązań klasycznie sformułowanego akustycznego zagadnienia 
brzegowego (równanie różniczkowe Helmholtza + warunek brzegowy Neumanna). Następnie 
znaleziono rozwiązanie tego zagadnienia, ale sformułowanego w postaci całkowej (całka Helmholtza-
Huygensa (H-H) + równanie całkowe brzegowe (BIE)); rozwiązanie to znaleziono metodą BEM 
(boundary elements method). Przeanalizowano rozwiązanie otrzymane metodą BEM w odniesieniu do 
podanej klasyfikacji rozwiązań. Z rozważań wynika, że metoda BEM należy do metod mieszanych. 
 
 
1. WPROWADZENIE 
 
 Ścisłe rozwiązanie akustycznego zagadnienia brzegowego można sformułować          
w postaci całki H–H. Takie rozwiązanie można otrzymać tylko dla szczególnych zagadnień 
brzegowych, patrz np. [12] s.496. Dla większości zagadnień osiągalne jest tylko przybliżone 
rozwiązanie. Tak jest dlatego, że do obliczenia całki H–H należy znać na brzegu prędkość 
drgań oraz ciśnienie akustyczne. Jedną z tych wielkości zadaje się (zgodnie z warunkami 
zagadnienia). Druga jest zależna od pierwszej, a związane są równaniem całkowym 
brzegowym (BIE); a więc druga wielkość jest rozwiązaniem BIE. W rzeczywistych 
zagadnieniach BIE można rozwiązać tylko metodami przybliżonymi, np. BEM. Zmusza to 
do zapisania wielkości danej w postaci funkcji interpolującej, ścisłej z wielkością daną tylko 
w węzłach, a przybliżoną poza nimi. Druga wielkość brzegowa, jako rozwiązanie BIE, jest 
przybliżona zarówno w węzłach jak i poza nimi. Skutkiem przybliżeń wielkości na brzegu 
jest przybliżone rozwiązanie zagadnienia w obszarze wyrażone całką H–H. 
Celem pracy jest analiza tego rozwiązania na tle klasyfikacji rozwiązań klasycznie 
sformułowanego zagadnienia brzegowego. 
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2. KLASYCZNE SFORMUŁOWANIE ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO 
 
 Niech w obszarze 3R∈Ω  ograniczonym powierzchnią S będzie dane zagadnienie 
brzegowe opisane równaniem Helmholtza i warunkiem brzegowym 

 
,0uku)u( 22 =+∇=L Ω∈= )r(uu  (1) 

 
,v̂ûu)u(1 =′=′=D S)Q('u'u ∈=  (2) 

 
gdzie u – potencjał prędkości [12] s.278; ciśnienie akustyczne jest funkcją potencjału 
prędkości, k – kątowa liczba falowa, QPr −= , Ω∈P , SQ ∈ , )u(1D  – operator 
różniczkowy [7] s.58, n/uu ∂∂=′ , Sn ⊥  w Q, v̂  – dana prędkość drgań. 

 
3. ROZWIĄZANIE PRZYBLIŻONE, METODY ROZWIĄZANIA ZAGADNIENIA 
 
 Niech u będzie pewnym rozwiązaniem zagadnienia brzegowego (1), (2). Jeżeli )r(u  
spełnia (1), to 0)u( =L . Jeżeli )Q('u  spełnia warunek brzegowy (2), to 0v̂'u =− . Takie 
rozwiązanie u nazywa się rozwiązaniem ścisłym. W praktyce znalezienie ścisłego 
rozwiązania jest niemożliwe. Osiągalne jest rozwiązanie przybliżone u~ , ale wówczas 
 

( ) ,0u~R ≠= LL Ω∈= )r(u~u~  (3) 
 

,0v̂'u~R ≠−=D S)Q('u~'u~ ∈=  (4) 
 
Funkcje LR , DR  nazywają się funkcjami błędu (residuum) rozwiązania zagadnienia, 
odpowiednio w obszarze Ω i na brzegu obszaru S [2] s.21. W praktyce szuka się takiego 
rozwiązania u~ , aby był spełniony jeden z poniższych warunków 
ü 0R =L , 0R ≠D  – metoda brzegowa, 
ü 0R ≠L , 0R =D  – metoda wewnętrzna, 
ü 0R ≠L , 0R ≠D  – metoda mieszana. 

Wynika stąd, że wymagania nałożone na u~  generują metody rozwiązania zagadnienia 
brzegowego w sformułowaniu klasycznym i odwrotnie. 
 Problemem jest znalezienie u~ ; jedną z metod jest metoda minimalizacji błędu [4] 
s.37. Jej szczególną postacią jest metoda residuów ważonych [2] s.22, [3] s.20. W metodzie 
tej szuka się takiego rozwiązania przybliżonego u~ , które spełnia (1) lub / oraz (2) w sensie 
całek ważonych. 
 Jest też inna możliwość rozwiązania zagadnienia brzegowego. Wymaga to jednak 
całkowego sformułowania zagadnienia. 
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4. CAŁKOWE SFORMUŁOWANIE ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO 
 
 Ścisłe rozwiązanie (1) przedstawia się w postaci całki H–H [12] s.489. Uwzględniając 
w całce H–H warunek (2) otrzyma się 
 

dS)wv̂'wu()r(u
S

∗∗ −= ∫  (5) 

 
gdzie )r(ww ∗∗ =  – rozwiązanie podstawowe równania (1) obliczone z równania 

δ=∗ )w(L , δ – delta Diraca; w akustyce )r(w ∗  jest potencjałem prędkości źródła 
punktowego umieszczonego w swobodnej przestrzeni. 
W całce (5) nieznane jest )Q(u . Między )Q(u  i )Q(v̂  istnieje związek; jest nim BIE. 
Równanie to wyprowadza się z całki H–H, gdy SPP S ∈→∋Ω  [12] r.23, [6] s.39, 
 

( )∫ ∗∗ −=θ
S

SS dSwv̂'wu)P(u)P(  (6) 

 
gdzie )P( Sθ  – zewnętrzny kąt bryłowy określony przez powierzchnię brzegową                   
w ustalonym punkcie SP . 

 
5. ROZWIĄZANIE BIE METODĄ BEM 
 
 Rozwiązanie równania (6) jest równoznaczne ze znalezieniem funkcji )Q(u . Istnieje 
wiele ścisłych i przybliżonych metod rozwiązywania równań całkowych [8], [9], [11], [12], 
[5], [10]. Praktyczne znaczenie mają tylko metody przybliżone; ich klasyfikację, związek 
między nimi podano w [1]. Największe znaczenie wśród metod przybliżonych ma BEM. 
 W BEM brzeg S dzieli się na elementy jS , j

j
SS U= , jn...,,2,1j = . Wówczas dana 

funkcja )Q(v̂  oraz szukana )Q(u  podlegają dyskretyzacji, )Q(v̂)Q(v̂ j
j
U= , 

)Q(u)Q(u j
j
U= . Ponieważ po lewej stronie równania całkowego jest wartość dyskretna 

)P(u S , więc zarówno )Q(v̂  jak i )Q(u  należy przedstawić również za pomocą wartości 
dyskretnych. Do tego celu wykorzystuje się teorię interpolacji Lagrange’a. Dodatkowo 
funkcje interpolujące należy dobrać tak, aby współczynniki interpolacji były równe 
wartościom w węzłach, odpowiednio danej i szukanej funkcji. Taki warunek spełniają np. 
wielomiany Serendipa [3], [2]. Nie wyróżniając indeksem „j” wartości dyskretnych na         
j–elemencie można napisać 
 

∑=
i

iij v̂)Q(v
~
ˆ N  (7) 

∑=
i

iij u)Q(u~ N  (8) 

 
gdzie )P(uu iji = , )P(v̂v̂ iji = . 
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Podstawiając (7), (8) do (6) otrzymuje się układ równań algebraicznych, z którego oblicza 
się iu . Należy zauważyć, że w (7) dane dyskretne iv̂  są ścisłe, ale funkcja )Q(v

~
ˆ j  poza 

węzłami jest przybliżona. Natomiast w (8) dyskretne wartości iu  są szukane, a jako 
rozwiązanie równania całkowego (6) będą przybliżone iu~ , a więc funkcja )Q(u~ j  będzie 
przybliżona na całym j-elemencie. 
 Kolejnym krokiem BEM jest obliczenie )r(u  według wzoru (5). Ponieważ )Q(u  jest 
dostępna tylko w postaci (8), więc wygodnie jest przedstawić całkę (5) również w postaci 
dyskretnej. Podstawiając (7) i (8) do (5) formalnie można napisać 
 

( )∑∫ ∑ 







−= ∗∗

j S i
iii dSwv̂'wu~)r(u~

j

N  (9) 

 
Ze względu na wzory (7) i (8) rozwiązanie zagadnienia w obszarze )r(u~  jest przybliżone. 

 
5. UWAGI, WNIOSKI 

 
 Z rozważań wynikają następujące uwagi i wnioski: 
1. Metoda BEM wymaga dyskretnych wartości warunku brzegowego. W tym celu warunek 
brzegowy przedstawia się w postaci funkcji interpolującej. Funkcja taka jest zbieżna z daną 
funkcją tylko w węzłach, natomiast między węzłami jest obarczona pewnym błędem. A 
więc, funkcja interpolująca warunek brzegowy (7) jest przybliżona i nie spełnia warunku (2). 
2. Przybliżony warunek brzegowy jest uwzględniany w BIE, a to m. i. wymusza przybliżone 
rozwiązanie BIE, tzn. przybliżoną szukaną funkcję (8) na brzegu obszaru. 
3. W celu obliczenia wartości funkcji w obszarze, zarówno przybliżony warunek brzegowy 
(7) jak i przybliżoną funkcję na brzegu (8) uwzględnia się w całce H-H (5). Ze względu na 
przybliżony charakter funkcji podcałkowej, wartość tej całki w każdym punkcie obszaru też 
jest przybliżona. A więc rozwiązanie zagadnienia nie spełnia warunku (1). 
4. Z rozważań wynika, że rozwiązanie otrzymane metodą BEM nie spełnia w sposób ścisły 
ani warunku brzegowego, ani równania różniczkowego. Stąd wniosek, że metoda BEM 
należy do metod mieszanych rozwiązywania zagadnień brzegowych. 
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